INTEGRALES GENERALISEES

derniére MAJ : 02/10/08 - 18:50

Plan du cours :
|/ Définitions
1/Cas ou lintervalle [a,b[ est de longueur infinie
a/Définitions
b/Intégrales de Riemann en +
2/Cas ou les fonctions sont non-continues sur [a,b]
a/Définitions
b/Intégrales de Riemann en 0
3/Remarques
II/Fonctions positives
1/Critére de comparaison
2/Critére d'équivalence
3/Critére d'une fonction négligeable devant l'autre
4/Critére d'absolue convergence
5/Intégrales d'Abel

Pré-requis :

-> calcul intégral

-> limites

-> équivalents

-> développements limités

Rappels :
1/ Si  f est une fonction continue sur [a,b]| , alors f admet des primitives sur [a,b] . Soit

F lune de ces primitives, alors :
f est dérivable sur [a,b] .
V x€la,b] , F'(x)=f(x)

2/ Si F est une primitive de f sur |a,b]| , on définit lintégrale de f sur [a,b] comme le
réel noté fb f donné par fbf=F(b)—F(a)

Probléme posé : On veut étendre la définition d'une intégrale a
- des fonctions non-continues sur [a, b|

- des intervalles [a, b{ de longueur infinie.




|/Définitions
1/Cas ou lintervalle [a,b[ est de longueur infinie

a/Définitions

X
Soit  f  une fonction continue sur [a,+oo[ . Si la limite de lintégrale f f existe et est finie
a

+00
lorsque X tend vers linfini, on dit que f f converge ou quelle est définie, ou que f est
a

intégrable sur [a,+oo[

+o0 . X
On note alors : fa /= lim fa f(x)dx

X—+o©

. X +o
si lim fa S/ nexiste pas ou est infinie, L f diverge ou n'est pas définie, ou f n'est pas

X—+o

intégrable sur |a,+ oo

b . b
Remarque : De la méme facon, on définit _f_oo S= lim fo(x)dx

X——
b/Intégrales de Riemann en +e«

+o dx
Exemple : fl — ,avec a€R
X

1
La fonction f définie par f (X)=—est continue sur |1 +oof
x

—a+1 X

_Xl—a_l
. 1-a

Dou, Va#l : JH—OO@:JH—OOx_adx:

1 a 1
X

—oa+1

On distingue alors 3 cas :

. 17(1_ .
tercas:Si 1=a>0 ona a<l et XILI? X =40 gonc  lim fl s =t
0 X—+o X

. 1—(1_ .
lim X" 7=0 , donc hmf

: .gi 1—a<0 o>1
2eme cas : Si ,o0na et .. P a—1

X d X d . oo
3émecas:Si a=1 ,ona L —)2=f1 %=[ln|x|]f=ln(X) , donc  lim fl _),i=+°°
X X—+w X

Conclusion :



+oo fx
fl ; convergesi a>1

divergesi a<1

2/Cas ou les fonctions sont non-continues sur [a,b]
a/Définitions

Soit une fonction continue sur [a b[ telle que lim f'=o0 |
’ b

. X b
Si lim fa J existe et est finie, f f converge ou est définie, et f est intégrable sur [a, b]

X—-b

b . X
On note alors : faf=llmfa f(x)dx

X-b

. X . X
Si hrr; fa /* nexiste pas ou est infinie hn}) fa S diverge.
X— X—

b/Intégrales de Riemann en 0

1 dx
Exemple : f07 ,avec feER
X

Avec la méme méthode qu'au point I.1.b., on arrive a la conclusion suivante :

[ cmeses pe
0 7 convergesi f<
divergesi f>1

1 _
Remarque : Si f<0 , W r L'intégrale est donc définie.
x
3/Remarques

1/ Pour _rwf , avec f non-continue en a f continue en ]a;+oo{
a

« couper » l'intégrale a l'aide de la relation de Chasles.

On écrit alors : rw f=fc f+f+w f avec c dans lintervalle |a;+oo]
a a C ’

On regarde ensuite les natures des deux intégrales séparément.

© 0 ©
2/ Pour f continuesur R , J.i f=f7 f+f; f (par exemple).

+ o0
Dans ce cas, [ impaire => f =0
— 00

, et

lim f=o0

a

, il faut



f paire => J'J_r:f=2,f(iwf.

3/Soit  f* une fonction ayant un point de discontinuité en b (ou b==), et continue sur [a,b][.
b c b .
On aalors : f f=J1 f+f{ f avec c dans lintervalle [a;+b[.
f est donc continue sur [a, c{ , ce qui implique que fc f est définie.
a

b b .
Ainsi, f f et f f sont de méme nature.
c a

[I/Fonctions positives

1/Critére de comparaison

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b[ , avec un singularité en b, telles que
V x€la,b| ,ona 0<f(x)<g(x)

On a alors :

(i) J‘bg converge => jbf converge.

(i) f:f diverge => f:g diverge.

Quelques intégrales de référence :

1) Intégrales de Riemann (voir I.1.b et 1.2.b)
dx
JLOO,I — est convergentesi a>1

(24

divergentesi a<1

2) Intégrales de Bertrand

+o0 dx
L W est convergente pour a>1 ou a=1 et p>1
x |In(x
3 dx
foz W est convergente pour a<1 ou a=1 et p>1
x |In(x

Cas particulier : f(l) In(x)=—1 (donc convergente)

3 ~+o0 ax
) fo e” dx est convergente pour a<1

b dx
4) .[a —b[° est convergente pour o<1
e



5) Intégrales de trigonométrie

J~+°° sin (x) dr et J~+w cos(x)

| p | —dx sont convergentes pour a>0
X X

et divergentes pour a<1

L, + 00 2
Exemple : Etudier la convergence de fl e dt
Vie[l,+o , t<Pee'<e”

or: [ edi=1im [ e'di= lim [¢']= lim (" —e)=+o

! X -+ X o+ X -4

+00 to 4
On peut voir que fl e'dt est divergente. D'aprés le critére de comparaison, fl e’ dt est donc
divergente.

2/Critere d'équivalence

Soient deux fonctions f et g continues et positives sur [a, b{ avec un singularité en b.

. - ST S b b A
Si f~,g ,cest-a-dire si hin s =0 , alors fa f et fa g sont de méme nature.
. J«l sin( x?)
Exemple : Etudier la convergence de 0 Tdt
sin (x?) . "
S :x—=——5—est continue est positive sur ]0,1|
X
- sin(x?)  x?_ 1
Avec les equivalents,ona: ——5 "~ 3=
X x X

En effet, sin(x?)~,x? car 1ignx2=0

0 dx ,
Or, fl — diverge, car cC'est une intégrale de Riemann en 0, avec f=1=2
X

fl sin(x?)

0 dx
Ainsi, d'apres le critere d'equivalence, 0 -—dt est de méme nature que fl — , donc est
X X

divergente.



3/Critére d'une fonction négligeable devant l'autre

Soient deux fonctions f et g continues et positives sur [a, b[ avec un singularité en b, et

f

f=o0(g) enb, cest-a-dire lim E=O . On aalors :
b
(i) fbg converge => J'bf converge.
(if) fhf diverge => jbg diverge.

—2

Exemple : Nature de J‘m (12+t)e ? dt
0

— -

On peut déja dire que j':w (£2+1t)e * dt estde méme nature que f?w (F+t)e ® di -

_t2

. . PP+t
Ona: llmtz(t2+t)ez=llm¥=0

+o0 +o )

e
= 1 /(1) 53
t - =12 (2

Enposant (/)= (24)c 2 et g(1) z sona 710 2(+t)e
o () - _
D'ou lim =0 ,donc f estnégligeable devant g alinfini,et f=o(g)

v g(2)

+o0 dl' + 0 . .
Or, fo 7=f0 g(t)dt est convergente (Riemann, avec a=2>1 ), donc d'apres le critere d'une
712

+oo =
(2+t)e * dt est convergente.

fonction négligeable devant l'autre, fo

4/Critere d'absolue convergence

J'b f est absolument convergente si fb |f(x)| est convergente.

b b
faf absolument convergente => Lf convergente.

Attention : la réciproque est fausse !

+o gin (¢)

Exemple : Nature de J'l ; dt

in (¢
&() est continue sur [ 1,+ 0|

fit—



S . 1 )
Intégration par parties : u=_=u'=—- et v'=sin(¢)=>u’'=—cos(¢)

: X
1

t t 1 t? X
) X X )
Or, lim L()=0 cos(X) SL et lim—=0
+o X X X +oo
+ sin (¢) +o cos (1)
On a donc : fl dt=cos1— f ” dt

cos(t)]<1

or, pour t€[1;+w| ,ona |cos(t)|<1:>[ p

. —2 converge (Riemann, avec a=2>1 ), donc, daprés le critere de comparaison,

+o | cos ( .
L dt est absolument convergente, dou

dt converge. Autrement dit,

J~+°° cos(#?)
1 t

+o gin (¢)

+2 cos (
dt convergente, et fl

1

dt convergente.

5/Intégrales d'Abel

Soient f et g deux fonctions continues sur |a,b| , avec un singularité en b.

Si f est positive, dérivable et de dérivée premiére continue (< '), décroissante sur [a, b[ , Si

lim /=0 et si, de plus, IM >0,V x€la,b| , ng(t).dt‘<M (autrement dit, une
b a

, b
primitive de g est bornée sur [a,b[ ), alors f f.g est convergente.

+o gin (¢
Exemple : Nature de _[1 t( )dt
t—»% est positive, derivable et de dérivée continue, décroissante sur [1,—|- oo[ ,et lim—=0 . De
+ o0

plus, sin(f) admet pour primitive —cos(z) , qui est bornée.

Donc, dt est convergente.

J~+°° sint(t)

1



