REDUCTION D'ENDOMORPHISMES
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Plan du cours :

I/Valeurs et vecteurs propres
1/Vecteur propre, valeur propre et spectre
2/Polyndme caractéristique
3/Sous-espace propre

Il/Diagonalisation
1/Principe
2/Conditions de diagonalisibilité

Ill/Trigonalisation
1/Définition
2/Matrices de Jordan

Dans ce chapitre, on prendra :
- E un K-ev de dimension finie n , avec K=IRou C .
- T'un endomorphismede E (T:E—FE)
- A la matrice associée a T dans la base Bde E (A=|T], ;)



I/Valeurs et vecteurs propres

1/Valeur propre, vecteur propre et spectre
Définitions :
- Un vecteur propre de 7 est un vecteur v non nul de E tel que : JAEK T(v)=2\.v .
- A est appelée valeur propre de 7.

A est une valeur propre de T si et seulement si : AvEE,v#O,; T(v)=A.v.
-On dit que v est un vecteur propre de T associé a la valeur propre A .

Remarque :

AveE, v#0,;T(v)=A.ve Ker(T—A.id ;)#{0,}
Exemple : Soit T:IR2—>IR?>et T'(x, y)=(2x+y,3y) .
7(1,0)=(2,0)=2.(1,0) .

On dit que le vecteur (1,0) est un vecteur propre de T associé a la valeur propre 2 .

Définition :

A est valeur propre de A si et seulement si IVEE,v#O0 ., A.[v],=A.[v],.
L'ensemble des valeurs propres de T (ou de A ) est appelé spectre de T (ou de 4 ).

Il est noté sp(T') (ou de sp(A4)).

T et A ont le méme spectre. Si A est une valeur propre de 4 , alors A estune vpde T'.

2/Polynome caractéristique
Définitions :

On appelle polyndme caractéristique de A noté P le polyndme de degré n ,
tel que : P(A)=det(A—A.1,).

Les racines de P sont les valeurs propres de 4 .

Quelque soit la base A de E choisie, P est le méme.

Remarque :
Ona:
ap,—A ap, ai; a,
ay ay—A Ay ) A
det(A_A.[d)— a31 a32 a33—A cee a3n —P(A)
anl an2 Cl,,3 ann_A

On obtient donc : P(A)=det(A—A.1,)=(—1)".A"+C,_.A"+...+C,.A+C, .

SiA=0,ona P(A)=C,=det(A4).



En développant par rapport a une ligne ou une colonne, on trouve que :

C,_,=(=1)"".tr(A4) avec tr(A)=Z a, (somme des éléments de la diagonale de A4 ).

Dot : P(A)=(—1)". A"+ (=1)""".tr(A4).A"" +...+det(A) -

Exemple : Calculons le polyndme caractéristique de la matrice suivante :

8 5 6 0
_1 0 -2 0 0
A= —10 =5 -8 0
2 1 1 2
Ona:
a0 o =25 6
P(A)=det(A—A.1,)= =2-2)) 0 —-2-A 0
—-10 -5 —&8—A 0 ~10 _s _g_2
1 1 2—A
Soit :

=—(2-A)(2+A)(A*—4)

_ &—A 6
p(;\)_<2—z\)(—z—;\)|_10 _8_2\‘

Enfin :
P(A)=(A=2)*(A+2)*.

Or, A est valeur propre de Psi P(A)=0 . Donc ici, 2 et —2 sont valeurs propres doubles de P .

3/Sous-espace propre
Définition :
On appelle sous-espace propre de T associé a la valeur propre A le sev noté E, tel que :

E,=Ker|T—A.id ;|]={vEE , T(v)=A.v]

Propositions :

(i)E)\lmE/\z={0E] si A #A, .
(i) veE,, T (v)EE, (cest-a-dire que E, est stable par 7).

Exemple : Soit l'application linéaire suivante :

T:R*=R* telle que
T(x),xy,x3,x,)=(8x,+5x,+6x; —2x, —10x,—5x,—8x, 2x,+x,+x;+2x,)



8 5 6 0
0 -2 0 0

Onad T |.=4= .
nadonc: | ]54 10 -5 -8 0
2 1 1 2

On a vu précédemment que le polynome caracteéristique P de 4 est : P(A)=(A —2)2(2\+2)2 , et que
2 et —2 sont valeurs propres doubles de P .

X X,
X X,
Remarque : T(x,,x,,x;,x,)=(X,, X,, X3, X,)=A4. =y
X3 3
x, |\ X,
Déterminons les sous-espaces propres de 7T associésa 2 et —2 .
-E,=Ker(T—2.id,)=Ker(4—2.1,).
Soit v=(x,,x,, x;, x,) EKer(T—2.id ) .
X 0
ona: (T—2.id,)(x, %, x,, x,)=(0,0,0,0) e (4—2.1d).| **|= 8 .
X3
x| 10
Or,ona:
6 5 6 0 X\ fo) [x=0
0O -4 0 O . X,|_(0 x,=0
A=2.1,)= ,dou: (A—=2.1d). = |e
( D=0 —s —10 o] 9o ) x| 0] |x,=0
2 1 1 O X, 0 X,

Doir : v=(0,0,0, x,)=x,(0,0,0,1)=R (0,0,0,1).

(0,0,0,1) est un vecteur propre associé a la valeur propre 2 .

Soit [(0,0,0,1)] est une base de E, , et dim (E,)=1.

-E ,=Ker(T+2.id,)=Ker(A+2.1,) .

De facon analogue, on trouve : v=x,.(1,—2,0,0)+x,.(0,—24,20,1) .
(1,—2,0,0) et (0,—24,20,1) sont deux vecteurs associés a la valeur propre —2 .

Une base de E_, est {(1,—2,0,0),(0,—24,20,1)} , et dim(E,)=2 .



[I/Diagonalisation
1/Principe
Définition :

Diagonaliser T (ou A=[T]B,B) consiste a trouver une base & 'de E dans laquelle la
matrice de 7 est diagonale. Autrement dit, il faut trouver & ', base de E , telle que
[T]B:P*l.A .P (avec P la matrice de passage de Bvers & ') soit diagonale.

On dit alors que [T]B,et A sont semblables.

Cas particulier :

Sl existe une base & 'de E constituée de vecteurs propres, alors [T |, =D= ,

avec A, les valeurs propres de T'. Certains A; peuvent étre identiques.

Remarque :

@ La diagonalisation n'est pas toujours possible.

2/Conditions de diagonalisibilité

1ére condition :
Le polyndme caractéristique de 7 (ou de A ) doit étre scindé sur K, c'est-a-dire que ses racines doivent

appartenir a lensemble K .

Exemple : Soit P=X"*—1=(X2+1)(X—1)(X+1).
P admet pour racines 1, —1 ,iet —i .
P est donc scindé sur C , mais est non-scindé sur IR (car i¢IR).

Remargue : Tout polyndéme est scindé sur C .

2éme condition :
- Ay, ..., A sont les racines distinctes de P de multiplicités respectives m, ..., m, .

Cest-a-dire : P(A)=(A—A,)" .(A=A,)™.....(A=A)"™ , avec D m,=n .
-Vi€{1,2,....k},dim(Ker (T—A,.1,))=m,.

Conséquence : T est diagonalisable.

Remarques :

- 1<dim(Ker(T—A,.1,))<m, .

-Si P admet 7 racines distinctes 2 a 2 (elles sont simples), alors 7 est diagonalisable.

-S'il existe A, racine de P de multiplicité m, telle que dim (Ker(T—A,.1,))<m,,
alors T'n'est pas diagonalisable.



Conclusion :
Pour diagonaliser 7" :

1) On prend une matrice 4 dans une base bien choisie.
2) Oncalcule P(A)=det(A—A.1,).
3) Onrésout P(A)=0.
a) P n'est pas scindé sur K, T est non-diagonalisable.
b) P est scindé sur K .
Si les racines de P ( A;) sont de multiplicité m,, on détermine chaque EA,, en trouvant une
base de vecteurs propres.
i) Silexistei€(l,..., k|, dim(E,)<m;, T est non-diagonalisable.
ii) SiVi€(l,...,k},dim(E,)=m,, T est diagonalisable.

[I/Trigonalisation
1/Définition

T est trigonalisable s'il existe une base 5 =[ U ,..., un} telle que [T]B est triangulaire supérieure.

2/Matrices de Jordan
a/Matrice nilpotente de Jordan
Définition :

Une matrice nilpotente de Jordan dordre n est une matrice nXn telle que
n,=0V j#i+1

N=(ni/)n><” , avec : I’llj=0,1vj=i+1

Lentier p tel que N’ '#(0),, est N”=(0),., est appelé indice de nilpotence.

Exemple : Calculons lindice de nilpotence de N =

oS O O
S O =
S == O

Ona:N,;’=(0)s;, et N,*#(0)sy; , donc p=2.



b/Matrice de Jordan

Définition :

Une matrice J nXn est dite de Jordan si elle est de la forme J =D+ N, avec :
A, (0)
D= (ou A, sont les valeurs propres de J ) et N une matrice nilpotente de Jordan.

n

On a également DN=N.D .

Proposition :
Si P, polynome caractéristique de 7', est scindé sur K, alors T est triangularisable (ou jordonisable) s'il

existe une base & 'dans laquelle la matrice T soit de Jordan.
Résumé :
Pour trigonaliser 7" :

1) On prend une matrice 4 dans une base bien choisie.

)

2) Oncalcule P(A)=det(A—A.1,).

3) Onrésout P(A)=0.

4) Si Pest scindé sur Ket sil existei€(l,..., k} tel que dim(Ker(A—A,.1,))<m,, alors on

compleéte la famille libre de vecteurs propres de 4 en une base de E de telle sorte que dans cette
base, on ait A=|T'| de Jordan.



