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|/Définition
Définition :

Soit A=(a,,),«, une matrice 1 X1 . Le déterminant de A , est le scalaire det( A)=|A4|=a,, .

apy dp
ay dp

Soit A=

) une matrice 2X2 . Le déterminant est det (A)=|A|=a,,.a,,—a,,.a,, .

[I/Développement d'un déterminant en cofacteurs

1/Définitions et calculs

Définitions :

Soit A=(a;),,une matrice carrée nXn . NotonsA;la matrice (n—1)X(n—1)
obtenue de A4 en rayant la i*™ ligne et la j*™ colonne.

Ona:
- Al.j est le mineur de l'élément a; .

- Le scalaire A;=(—1)""".det(A;) est le cofacteur associé a lélément a; .

- La matrice notée com(A)=(A,),., est appelée matrice des cofacteurs de 4 (ou
comatrice de 4 ).

Exemple :

Cherchons la comatrice de 4=

a; dp .
ay dy
Ona: A11=(a22);A12=(a21),'A22=(a11);A21=(a12) .

Dol : A =ay, Ap,=—a,;Ap=a,; A, =—a,.

Donc : com( A)

Définition :
Soit A=(az/)m . Le déterminant de A est le scalaire définit par :
-det(A)= z a;. A[j (développement en cofacteurs par rapport a la ligne 7 )
Jj=1

ou

- det(A)= z a;. Al.j (développement en cofacteurs par rapport a la colonne ;)

i=1



Remarques :

- Le déterminant est le méme, quelque soit la ligne ou la colonne chaisie.

-det(A)=det('A) -

—1"

Exemple : Cherchons det(A4)=| (

det(A)=+
er(d)=+| 1

Remarques :

: 14‘«—1)—(0).‘2

O+

0

2 1
2 14| en développant par rapport a la 1°® colonne.
0 5
1 2 1
+(0). =-10.
5 (0) ‘2 14

- SiA=(aij)an est une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure), son déterminant est égal au

produit des termes de la diagonale : det(A)=]] a,, -
i=1

- Lorsqu'on se déplace en colonne ou en ligne, on alterne le signe affecté a chaque terme.

2/Regle de Sarrus

Soit une matrice A=(a,~j)3x3 , et soit 4 'la matrice augmentée de A telle que :

ay
as
A ’=(aij)5><3= as,
ap
as

On a alors:

det(A)=a,,.ay . Ay F Ay sy A3y A1y Qyy— 0y Ay. Ay — 0y, Aoy Ayy— s, .0y Ay

Ou:

ap
ann
as
ap

ay

ai;

a3
ds;

ap;

Ay

det(A)= Z ( H termes diagonales descendantes ) — Z (H termes diagonales montantes) .

@ Cette régle ne marche que pour des matrices 2 X2 ou 3X3 .

[1l/Propriétés d'un déterminant

Soit  une  matrice A=(a;),y,
(respectivement les colonnes) de cette matrice.

On notera |A|=det(A)=det(L,, ...

avec L, L,,..., L, (respectivement C,,C,,...

,L,)=det(C,,...,C,) .

’Cn)

les

lignes



1/Echange de deux lignes (ou colonnes)

Si on échange deux lignes (ou colonnes) d'une matrice, son déterminant change de signe :

det(L,,....L,....L,,....L)=—det(L,...,.L,...L,...L,
det(Cl,...,C,.,...,C_,,...,Cn)=—det(C1,...,C_/,...,C,.,...,Cn)
Exemple :
2 2 01 -3 2 =7
det(A)=|2 1 1]=—]2 1 2|=-|2 1 1
-7 2 =3 2 2 =7 -7 -3

2/Multiplication par un scalaire

Si on multiplie une ligne (ou une colonne) d'une matrice par A€ K, ona:
det(L1 ..... 2\.Li,...,Ln)=/\alez‘(L1 ..... LA,...,Ln)=/\.det(A)

1

det(C,,...,A.C,,...,C )=Adet(C,,...,C,,...,C,)=A.det(A)

Exemple :
2 4 0 2 2 0 1 1
det(A)=|2 2 1|=2.]2 1 1|=4]2 2 1
-7 2 =3 -7 1 -3 -7 2 -3

Si on multiplie tous les éléments de la matrice par A€K , ona:

det(L,...,A.L;,..., L,)=A".det(A)
Exemple :
9 27 3 3 9 1
det(A)=|3 3 30/=27.]1 1 10
-3 —12 -3 -1 -4 -1

3/Combinaison linéaire

Si on ajoute a une ligne (respectivement a une colonne) une combinaison linéaire des autres
lignes (respectivement colonne), on ne modifie pas la valeur dun déterminant. On a :

det(Ly,....L+> A, L,,....L)=det(L,,...,L,...,L,)=det(4)

1

J#i
det(C,,....C,+ 2 A,C,,...,C,)=det(C,,...,C,,...,C,)=det ( A)
J#i
Exemple :
2 2 0 2 0 O
det(A)=|2 1 1 |[=det(C,C,—C,Cy)=|2 -1 1
-7 2 =3 -7 9 =3



4/Vecteurs liés

Si les vecteurs (ou colonnes) d'une matrice sont liés, le déterminant de cette matrice est nul.

Exemple :
-4 1 -3
det(A)=|2 0 2 |=0carC,+C,=C;.
1 1 2

5/Produit de deux matrices

Sid=(a;),., et B=(b,),., ,ona:det(A.B)=det(A).det(B) .

6/Inverse d'une matrice

Soit A=(alj)nx,1 une matrice. 4 est inversible si et seulement si det(A4)#0 .

Onaalors: 4~'= I ((com(A)) .

det(A)
1 3 0
Exemple : Cherchons linverse de la matrice 4= 3 -2 —1
0 -1 1
det(A)=—12+#0, donc A est inversible.
-3 -3 =3 1 -3 -3 =3
com(A)=|-3 1 1 =t(c0m(A)),doncA‘lz_E 3 1 1
-3 1 -—11 -3 1 -—11

IV/Déterminants et systémes linéaires

On considére des systémes linéaires de n équations a n inconnues, de la forme :
a, .x,ta,x,+...+a, .x,=b,

(S)= azl.x1+a22'x2-|.-...+a2n.xn—b2 avec a,, x,,b €K .

lj’
a,.x,+a,, x,+...+a,,.x,=b,

Xy b,

Ces équations se mettent sous la forme (S)=A.X =B, avec 4 =(a,~j)m, X



On peut résoudre ces équations grace a la méthode de Cramer :

- Sidet(A)#0, (S) a une unique solution (x, X, ..., X,) donnée par :

X, = p t(xA) Vie{l,..., n} , avec Dx, le déterminant de la matrice obtenue en remplacant la
e

i™ colonne de A4 par le vecteur colonne B.
a;; a4y b, Ay 0 A

Soit : D, =

-Sidet(A)=0, (S)n'a pas de solution (ou en a une infinité).

Exemple :
2x+y—z=0
Résolution du systéme (S)={ x—y+3z=1.
—x+y+z=2
2 1 -1 X 0
Ona(S)eoA4X=Bavecd=[1 -1 3 [, X=[y[.B=|1
-1 1 1 z 2
det(A)=—12#0, donc (S) admet une solution unique (x, y, z) telle que :
D D D
X= ad ;y: Y ;Z: z .
det(A) det(A) det(A)

Ontrouve : D =2;D =—13;D_=-9 , soit Sd:[(_é ’123 é)} _

V/Déterminants et bases
Proposition :

Soit E un K-ev de dimension finie 7 . Soit Zune base de F .
La famille den vecteurs B '= {Zl1 » uz,...,un} de Eest une base de Esi et

seulement si la matrice P dont les vecteurs colonnes sont les [, ], a un déterminant non-
nul.

Définition :

Soit £, la base canonique de R" , et ZFune autre base de R" . Considérons P la matrice de
passage de £, vers & On dit que Best une base directe si |P|> 0, ou indirecte si |P|<0 .



