APPLICATIONS LINEAIRES
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Plan du cours :
|/Définitions

II/Noyau et image d'une application linéaire
Ill/Théoreme du rang
IV/Applications linéaires et matrices

V/Opérations sur les applications linéaires
1/L'addition
2/La multiplication par un scalaire
3/La composition

VI/Changement de bases
1/Matrice de passage
2/Formule de changement de bases

Notes :
Pour ce chapitre, on considérera que £ , F et G sont deux K-ev sur le méme corps K=C ou
R
SEV = Sous-espace vectoriel
EV = Espace vectoriel



|/ Définitions
Définition :

Une application linéaire 7 de E dans [ est une application 7:E— F telle que:
Ya€eK , YueE; T(au)=aT(u)
Y (u,v)EE?; T (u+v)=T(u)+T (v)

ou, telle que :
VacK,V(u,v)€E?; T(au+v)=a.T(u)+T(v)

Exemple :

Soit T:IR2—IR2 une application telle que T(x,y)=(4x+5y,6x—y) . Montrons que 7 est une
application linéaire de IR? dans IR2

Soient :
u=(x,y)eR? , a€R et v=(x',y')eR?

Ona:

autv=a(x,y)+(x',y')=(ax+x’, ay+y')
T(au+v)=(4.a.x+4.x"+5.a.y+5.y",6.a.x+6.x"—a.y—y')
T(au+v)=a(4.x+5.y,6.x—y)+(4.x"+5.y",6.x'—y")
T(au+v)=a.T(u)+T(v) ,donc T estune application linéaire de IR2 dans IR?2

Remarque : Soit T:E—F . Si T(OE);&OF , alors T n'est pas une application linéaire. Une

condition nécessaire mais non-suffisante pour que T soit une application linéaire est que
T(0;)=0,

Cas particuliers : Soit 7 :E— F une application linéaire :
- si E=F , T estunendomorphismede FE .
— si T estbijective, T estunisomorphismede FE .
— si T estbijective, etsi E=F , T estun automorphisme de F

[I/Image et noyau d'une application linéaire

1/Ilmage d'une application linéaire

Théoréme :

Soit 7 :E— F une application linéaire.
Si E, estunsevde E , alors T(El) estunsevde E .



Définitions :

-lesev T(E) de F estappeléimage de T etnoté Im(T)
Ona: Im (7)={veF;3ucE;v=T(u)] et Im(T)cF

- La dimensionde Im(7) estlerangde 7 ,noté rg(T)
Ona: rg(T)=dim(Im(T))

Remarques :

T surjective © Im(7T)=T(E)=F < VveF,3ucE;v=T(u) (unseul aumoins)
T bijective & YveF,3/uc€E;v=T(u) (un unique)

2/Noyau d'une application linéaire

Théoréme :

Soit 7 :E— F une application linéaire.
Si [, estunsevde F , alors T’I(F) estunsevde E .

Définition :

Or}| de E estappelé noyaude T et noté Ker(T)

Lesev T (0p)=T""( )
T)={u€E,T(u)=0,} et Ker(T)cE .

Ona: Ker(

Remarque : Tinjective <  Ker(T)={0,]

Exemple : Soit lapplication linéaire 7:R*>IR® telleque T(x,y,z)=(x+y,x+2y—z)
Déterminons Ker (T)

Soit u=(x,y,z)eKer(T)

Oona T(u)=T(x,y,z)=(0,0) < (x+y,x+2y—2z)=(0,0)
Dou: x+y=0 et x+2y—z=0 ,soit y=—x et z=—x .

Donc u=(x,—x,—x)=x(1,—1,—1)

{(1,—1,—1)} est une famille génératrice de Ker(T) . Elle est libre (un seul vecteur), d'ou
{(1,—1,—1)} est une base de Ker(T)

Soit : Ker(T)=R.(1,—1,—1)

3/Images et bases

On suppose maintenant que FE est de dimension finie.



Théoreme :

Soit 7 :E— F une application linéaire.
Si B={u,,u,,...,u,}] estunebasede E ,alors
T(B)={T(u,),T(u,),...,T(u,)} engendre T(E)=Im(T)

Dans le cas ol 7 est un isomorphisme, 7(B) est une base de Im(T)
Exemple : Soit l'application linéaire 7:R*—>IR® telleque T(x,y,z)=(x+y,x+2y—z)
Déterminons Im(7)

Soit €,={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} la base canonique de |R’
Dapreés le théoréme, T (&,)={T((1,0,0)), T((0,1,0)), T((0,0,1))} engendre Im(T)
Ona:

7((1,0,0))=(1,1)

7((0,1,0))=(1,2)

7((0,0,1))=(0,—1)

Donc: {(1,1),(1,2),(0,—1)] engendre Im(T)

Im(7T)cR® , donc {(1,1),(1,2),(0,—1)] est une famille liée car dim (Im(T))<dim(R*)=2

Cependant, on peut garder {(1,1),(0,—1)} est une famille libre (car ses deux vecteurs ne sont pas
colinéaires). Donc {(1,1),(0,—1)} est une base de Im(T)

De plus, comme dim(lm(T)):dim(|R2>=2 et Im(T)CIRZ , on peut en conclure que
Im(7)=IR? etque T estsurjective.
[1l/Théoreme du rang

Enoncé :

Soit 7:FE— F une application linéaire. Supposons que FE est de
dimension finie. On a alors :

rg (T)+dim (Ker(T))=dim(E) ,
soit : dim(Im(T))+dim(Ker(T))=dim(E)

Corollaire :

Si T:E— F est linéaire, et que dim(F)=dim(E)=n ,alors T est
bijective (donc injective et surjective).
soit Ker(T)={0,] et Im(T)=F .

IV/Applications linéaires et matrices

Dans cette partie, E et F sont des K-espaces vectoriels de dimension finie, avec dim(E)=n et
dim(F)=m .On considérera T:E— F une application linéaire.



Définition :

Soit A4 ={u1,u2,...,un} et $={vl,v2,...,vn} des bases respectivement de FE et
F . lamatrice T relative aux bases A et 7 est la matrice 4=(a;),.,=[T1l;, ,

ol les a; sont tels que : T(uj)=z a;.v,
i=1

Autrement dit, la j*™ colonne de A4 est la matrice coordonnées du vecteur T(uj) dans la base % ,

Conséquence :

[T(”ij)]3=[T]B’A-[”j]szuEEr[T(u)]3=[T]B’A~[u]A

Exemple :

Soit T:R*—>R* ,avec T(x,y,z,t)=(x—z+t,2x+y+3t,x+2y+3z+4¢)
Déterminons la matrice de 7' dans les bases canoniques de IR’ et |R*

T((1,0,0,0))=(1,2,1)
7((0,1,0,0))=(0,1,2)
7((0,0,1,0)=(—1,0.,3)
7((0,0,0,1))=(1,3,3)
10 -1 1
A=[T] . =[2 1 0 3
12 3 3

Remarque : On parle de matrice de l'application linéaire 7 par rapport aux bases 4 et & . Deux
matrices peuvent représenter la méme application linéaire, selon les bases 4 et & choisies.

Exemple : Soient P,=IR,[X| et P,=R,[ X | lensemble des polyndmessur IR , de degrés
respectivement inférieurs ou égaux a 2 et a 3. Soit 7' :P,— P, dapplication linéaire définie par :
T((ao-i-al .X-I—az.Xz))=(2.a0+2.a2)+<ao+al+3.a2).X+(a]+2.a2).X2+(a0+a2).X3
Cherchons la matrice de T par rapport aux bases 4 ={1,1—X, X?} de P, et

B=(1,X,1-X?,1+Xx°] de P,

1
ona: T(1)=2+X+X°=(1).1+(1). X +(0).(1- X)+(1).(1+ X°)=[T(1)],= (1)
1



De la méme facon, on trouve :

0 3
T(-x)],={ 9] et [T(r),=| 2
1 1
On en déduit :
1 0 3
1 0 3
[T]B,A= 0 1 -2 €M ,;(R)
1 1 1
Théoréme :

Si A est une matrice qui représente l'application linéaire 7:E—F ,
alors rg(A)=rg(T)=dim(Im(T))

V/Opérations sur les applications linéaires

1/Addition

Soient S:E—F et T:E— F sont deux applications linéaires de matrices
respectives 4 et B parrapportauxbases 4 et B de E et F .

Ona:- S+7:E—F linéaire
|S+T], ,=A+B

2/Multiplication par un scalaire

Soient T :E— F une application linéaire de matrice B par rapport aux bases
A et B et a unscalaire.

Ona:- aT:E—-F linéaire
a.T|; ;=a.B

3/Composition

Soient S:E—F et T:E— G deux applications linéaires de matrices respectives
A parrapport aux bases 4 et & ,et B parrapportaux bases & et ( .

Ona:- ToS:E—G ,définiepar ToS(u)=T(S(u)) estlinéaire
[TOS]C,A=[T]C,B=[S]B,A=B'A




VI/Changement de bases

1/Matrice de passage

Définition :
Soit £ un K-ev de dimension n . Considérons $=[u1,u2,...,un} et
R ‘=[u’1,u’2,.,,,u’n] deux bases de E . On appelle matrice de

passage de & vers Z 'la matrice carrée de dimension nXn dont la j*™
colonne est formée des composantes de u ’j dans la base 7.

Autrement dit, la j*™ colonne de la matrice de passage est |u’

J B

Dans IR2 , considérons les bases & ={(1,1),(1,0)] et & '={(2,—1),(-3,1)]
Soit P la matrice de passage de & vers & .

(2,—1)=(=1).(1,1)+(3).(1,0)

(=2,1)=(1).(1,1)+(=1).(1,0) Donc 1!9:(_31 _14)

2/Formule de changement de bases

Soit 7:E— F une application linéaire, avec dim(E)=n et dim(F)=m . Soit
A=(aij)m><n la matrice de T par rapport aux bases 4 et & (respectivement de FE
et F ).

Si Q est la matrice de passage de 4 vers A4 ' (base de E ), et P la matrice de
passage de & vers & ' (base de F ), alors la matrice de T par rapport aux bases

A'et B secrit [T, =P . 4.0=lid,y 5T, .lids], . -

Exemple :

Soit T :IR’—IR’> une application linéaire telle que T (x,y,z)=2x+y—z,3x—2y+4z)
Cherchons la matrice associée a8 7 dans les bases 4 ={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)] de IR®
et B=[((13),(1,4)] de R?

Soit O (respectivement P) la matrice de passage de E; (respectivement £, ), base canonique de
IR® (respectivement de |R?)vers A4 (respectivement Z%).

I 1

1 1 1
Ona: Q=1 1 0] et P=(3 4) . Daprés la formule, [T']; =P ' .[T]; ;.0 .
1 0 0

. _ 4 -1 . 3 11 5
On obtient: P 1=( 1) , dou [T]B,A=(_l —g 7)



