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|/Espaces vectoriels

Définition : Un espace vectoriel sur K (appelé K -espace vectoriel) est un ensemble F£ muni de
deux opérations :

- une addition + : EXE—-FE
(u,v)—=(u+v)
— une multiplication par un scalaire - : KXFE-—-FE

(o, u) = (ox.u)

Ces opérations vérifient :

1.VxeE,VyeE, x+y=y+x

2.30,€E,V x€E ,x+0,=x ,avec O, lélément neutre.
3.Vx€E,dx'€E,x+x'=0, ,avec x' lopposé.Onnote x'=—x
4.V x€E ,V yeE , VYz€E, x+y+zi(x+y)+z . + estassociative.
5.VaeK,VxeE,VyeE,a(x+y)=ax+ay
6.VaeK,VbeK VY x€E,(a+b).x=ax+b.x

TN a€eK ,VbeK VY x€E,(a.b).x=a.(b.x)

8.VxeFE,1x=x

Les éléments de E sont des vecteurs, alors que les éléments de K sont des scalaires.

II/Sous-espaces vectoriels
1/Définition

Définition : Un sous-ensemble F dun K -espace vectoriel est un sous-espace vectoriel de FE si et
seulement si :

(i)O,€F , soit le vecteur nul appartient a F.
(ii)V(x,B)eK?, YV (x,y)EF?, x.x+B.yEF , soit F est stable par combinaison linéaire.

ou:

(i)O,eF

(ii)V (x, y)EF?, x+yEF (stabilité pour + )
(iii) V€K ,Yx€F,x.x€F (stabilité pour - )
ou:

(i)O.eF

(ii)VaeK,V (x,y)eF?,x.x+y€EF

2/Exemples

1/Dans €' , F={(x, x,x;)€C’ x +ix,=0,x +x,—ix;=0]
Vérifions que F est un SEV de C°

(1)0:=(0,0,0) ona: 0+i0=0 et 0+0—i0=0 ,dot O EF .
Le vecteur nul est donc inclus dans F.



(ii) Soient u=(x, x,x,)EF et v=(y, y, y,)EF
Probléme : u+v=(x+y, x,+y, X3+ y,)EF?
Onpose: X,=x,+y, , X,=x,ty, et X;=x;+y,
utveEF o X +iX,=0 et X,+X,—iX,=0

*ox+y i (xty,)=x,+ix,+y,+iy,=0 car u€F=x,+ix,=0 et
veEF=y +iy,=0

* (Y )+ y,) =i (gt ) =x, X, —ix,+ y +y, iy, =0

car u€F=x+x,—ix;=0 et vEF=y+y,—iy,;=0

Donc: (u+v)EF . On astabilité pour l'addition.
(iii) Soient u=(x,x,x;)€EF et «€eC

o u=(x. X ®.X,®.X;) .Onpose: (ot.x; x.x,00.x5)=(X, X, X;)

* X +iX, = x oo x,=a(x,+ix,)=0 car u€F=x,+ix,=0

X XX Ea X e x,— Loy = (X Fx,—ix,)=0 car u€F = x4+ x,—i.x;=0
Donc: «.u€F . On astabilité pour la multiplication par un scalaire.

Les conditions (i), (ii), (iii) sont vérifiées, donc F est un SEV de C°*

2/ C°(|a,b],R)={f:la,b]>R, fcontinue] estun IR -espace vectoriel.

Soit F=[feC°([a,b],lR),fbf=0} . Vérifions que F est un sous-espace de  C°(|a, b],R)

Onaici Ou, ) r lafonction nulle, telle que  f (x)=0

. b b
(i) fao=fa Ocranr(X)dx=0=0, , W EF -

(ii) Soient f et g sontdeux fonctions continuessur [a,b] de F ,et «€R
Onadonc f+g estcontinue.

Ii(f+0<-g)=_[};f+(x.f: g=0=>(f+un.g)eF .

Donc: F estunSEVde C°([a,b],R)

[I/Sous-espaces vectoriels

Définition : Soient F, et F, deux SEV de [E . On définit la somme de F'| et F, , notée
F,+F, comme lensemble F,+F,={x,+x,,x,€F x,EF,] . F,+F, estunSEVde E

Démonstration :

(i) F, estun SEVde [ , donc O.€EF,
F, estunSEVde E ,donc O EF,



ona: 0,+0,=0,;0,EF +F,

(ii) Soient u€F ,+F, ; veEF +F, ; a€K
uel +F,3u €l Ju,eF,;u=u,+u,
vEF +F,3dv €F Iv,eF,;v=v,+v,
Onaalors: u+o.v=u,+u,+o.(v,+v,)=(u,+o.v)+(u,+x.v,)
o, u+«.v€F, car u€F viEF, et F, estunSEVde FE
et u,tx.v,€F, car u,€F,v,€EF, et F, estunSEVde F

Conséquence : u+o.veF +F,
(i) et (ii) impliquent donc que F,+F, estunSEVde E

Remarque : Si E=F +F, ,etsi F,NF,={0,} , alors F, et F, sont supplémentaires dans
E ,dou E estlasommedirectede F, et F, .Ceciestnoté: F, & F,=E

IV/Combinaisons linéaires
1/Définition
Définition : Soient e, e,...,e, des vecteursde £E . Une combinaison linéaire des vecteurs e, est

n
unvecteur x delaforme x=w,.e,+o,.e, ...t x,.e, =), (x.e); xEK

i=1

On note Vect((ei)l<,.<n)= Vect({el,ezj...,en})=<(€i)1<i<n> lensemble des combinaisons linéaires de
€ e...,e

n
2/Deux exemples de combinaisons linéaires : produit scalaire, produit vectoriel
a/Produit scalaire canonique

Soient wu=(x,x,...,x,)€ER" et v=(y, y,...,y,)ER" . Le produit scalaire de u et v , noté
n

u-v estlescalaire u-v=y (x.y)
i=1

n
La norme du vecteur u , notée |lul| est |ju||=vuu=Y\ x>
i=1
On a la propriété suivante : ulveu-v=0
b/Produit vectoriel

Soient  u=(x, x,x;)ER’ et v=(y, y,y;)€ER’ . Le produit vectoriel de u et v , noté
uAv estunvecteurde |R® de coordonnées :

”/\V=(x2-y3_x3-yz"x3-y1_x1-y3;xl-J’z_xz-yl)



Propriétés :
-Si u et v sontcolinéaires, alors uAvV =O|R3=O

-Si u et v sontnon colinéaires, alors uAv.1lu et uAv.Llv

Onaalors: |[uAv|=|u|[X]|[v|X|sin (&, V)|

-Llesvecteurs u , v et w de I[R® sontcoplanaires
< l'un de ces vecteurs est une combinaison linéaire des deux autres.
Survlw

S(uAv)w=0
3/Exemple
1) Soient u=(1,—1,2) et F, le plan vectoriel de vecteur normal u
Si vEF, vlu=v-u=0 . Soitunvecteur v=(x,y,z)
Ona: (x,y,z)(1,-1,2)=x—y+2z=0
Onadonc: F,=((x,y,z)€ER ;x—y+22z=0]
Soit maintenant £, la droite normale engendrée par u
F,=Vect(u)=(u)=R.u
Si v=(x,y,z)EF, , v et u sontcolindaires <IJxeR,v=x.u
Dou: v=o.u=(x,—«,20)=(x,y,z)=>v=(x,—x,2x)
Dou: F,={(x,—x,2x),xER]
Onadonc: F, & F,=R’
2) Soient u=(1,—1,2) , v=(0,1,1) et F, leplan vectoriel engendré par u et v

Si w=(x,y,z)€F,;u,v,w coplanaires < (uAv)-w=0

1 0 -3

—1|A{1]=[=1]| dou unAv=(-3,—1,1)

2 1 1
(unv)w=(-3,-1,1)(x,y,z)=—3x—y+z=0

Soit F, la droite vectorielle orthogonale a F, F,=R-(uAv)
F, est la droite vectorielle engendrée par u Av

Dot : F,={(-3,—x,x),x€R} .ona F, & F,=R’



V/Familles libres
1/Définition

Définition : Une famille de vecteurs (e,), ., est libresi:
V(A A A)EK" Aje+A,.e,+... A, .e,=0,=A =A,=...=A,=0

Les vecteurs e, sont alors linéairement indépendants.

1

Une famille de vecteurs non-libre est liée, ses vecteurs sont linéairement dépendants, l'un (au moins) de
ses vecteurs est alors une combinaison linéaire des autres.

2/Exemple

1 0 1 I 2
Démontrons que {El’Ez’ E,} est une famille libre.

Dans M, ,(R) , soient : E1=(1 2 0);E2=(0 -1 i),‘E3=(l

—_—
—_— —
—_— —
~————

{E E, E,| estlibresi V(Al,?\z,M)EKS,AI.E1+A2.E2+2\3.e3=(8 8 8):2\1=2\2=;\3=0

Ona: AI.E1+7\2.E2+2\3.E3=

A, 24, 0)

+ O _Az Az + A:; A3 A3 =(0 O 0)
A, 0 A

A, 27, A (A, A, A \0 0 O

©A,=1,=1,=0
Donc (E, E, E,} estune famille libre.
VI/Familles génératrices
1/Définition

Définition : Une famille de vecteurs (e,),.,c, est génératrice de (EV E si:

Vx€E, (A A, ..., A,)EK" , x=A,.e,+A,.e,+... 42 ,.e,= ) (e,.A,)

i=1

2/Exemple

1 0 0)(0 1 O0})[0 O 1 0O 0 0}(0 O O0}(O O O .
, , s , s est une famille
0O 0 0/\0 0 O0/\0 0 O 1 0 0//\0 1 0/\0 0 1

génératrice de M, ,(RR)

En effet, soit M eM, s(R), M=|¢ b e
d e f
Ona:
1 ool (o1 0, {001 00 0\, {00 o), o0
M=a. +5b. +c. +d. +e. + /.
“(0 0) "o 0 0“0 0 o 1 06010f00)




VIl/Bases
1/Définition

Définition : Une famille (e[)1<,<n est une base de E si et seulement si elle est libre et génératrice
de E .
Si (ei)lgign est une base, alors tout vecteur x de E s'écrit de facon unique, tel que :

x=A.e +A e+ +A, e, (AL A, ..., A,)EK”
A A,...,A, sont les coordonnées du vecteur x danslabase B=(e;) ..,
)\l

A ,
On note [X]B— 2| le vecteur coordonnées de x dans la base B

A

2/Exemples

- La base canonique de IR" est {(1,0,0,...,0,0),(1,0,0,...,0,0),...,(1,0,0,...,0,1)}
-Soit IR, [X| lensemble des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur a n
Démontrons que (1, X, X%, X"| est labase canonique de cet espace.
Soit PER [X]|, P=ay+a,.X+...4+a, . X" '+a, X"
1/ P est donc une combinaison linéaire des vecteurs {1, X, X*>..., X"} , dou
[1,X,X*..., X"} estgénératricede R, [X]
2/Si agta, . X+..+a, . X" "+a,.X"=0,ay=a,=...=a, ,=a,=0 ,dou
(1,X,X*>..., X" estlibre.
Ainsi, [1,X,X*...,X"] estgénératrice et libre, donc est la base canonique de IR,[X |
- Dans lexemple VI.2., B est la base canonique de M, ;(IR)

0

1

. 0 1 2 2
Soit M€M2X3(IR),M=(_3 o O) Ona: [M]z= 3
-1

0

VIlI/Dimensions

Définition : On dit que E est de dimension finiesi E est engendré par un nombre fini de vecteurs.
Si E est de dimension finie, toutes les bases de £ ont le méme nombre de vecteurs (cardinal).
Ce nombre est la dimensionde E , noté dim(E)



Propriétés :

- dim(E,® E,)=dim(E,)+dim(E,)
dim(E X E,)=dim(E,)+dim(E,)

- EcE,=dimE <dmkE,

- E\CE, et dim(E,)=dim(E,)=E =E,

IX/Bases et dimensions

Si E est de dimension finie n , alors :
- toute famille libre est de cardinal au plus n , avec égalité si c'est une base.
- toute famille génératrice de E est de cardinal au moins 7n , avec égalité si c'est une base.
- une famille de E ayant n+1 vecteurs est liée.

Proposition : Si dim(E)=n ,si F estune famillede n vecteurs, alors F est libre équivaut a :

F est génératrice de FE
F estunebase de E

IX/Utilisation des matrices colonnes échelonnées pour la recherche de bases

Voir chapitre sur les matrices



